
参考答案: 作业 2

1(a)

固定任意张三的努力水平 𝑒, 由保险公司的零利润条件可知:

𝜋 = 1 − 𝑝(𝑒)

好状态和坏状态下, 张三的事后货币化收入分别为:

• 𝑦𝐺(𝐶) = 𝑦 − 𝜋𝐶

• 𝑦𝐵(𝐶) = 𝑦 − 𝜋𝐶 + 𝐶 − 𝐿

张三的期望效用为

𝑈(𝐶) = 𝑝(𝑒)𝑢(𝑦𝐺(𝐶)) + [1 − 𝑝(𝑒)]𝑢(𝑦𝐵(𝐶)) − 𝑒, 𝐶 ∈ [0, 𝐿]

微分可得:

𝑈 ′(𝐶) = 𝑝(𝑒)𝑢′(𝑦𝐺(𝐶))(−𝜋) + [1 − 𝑝(𝑒)]𝑢′(𝑦𝐵(𝐶))(1 − 𝜋)

将零利润条件 𝑝(𝑒) = 1 − 𝜋 代入上式:

𝑈 ′(𝐶) = 𝜋(1 − 𝜋)(𝑢′(𝑦𝐵) − 𝑢′(𝑦𝐺))

由于 𝑢′(⋅) 是严格递减的, 且 𝑦𝐵 < 𝑦𝐺 对所有 𝐶 ∈ (0, 𝐿) 均成立, 买入更多的保险带给张三的

边际效用总是正的. 因此, 张三会不断买入保险直至 𝐶 = 𝐿; 此时 𝑦𝐺 = 𝑦𝐵, 即张三对于火灾是

否发生是无差异的.

关于 1(a) 的两点补充说明:

(a) 部分同学直接套用一阶条件得到 𝐶 = 𝐿, 而没有其它额外说明. 这个做法是不严谨的, 因为

该最优化问题的解是角点解 (𝐶 的取值范围是 [0, 𝐿]), 此时不能直接套用一阶条件.

(b) 该练习仅讨论了二元状态的情形, 但它的主要结论 (均衡时张三对所有可能结果无差异) 对

于一般的状态空间仍然成立. 其主要逻辑如下:

(a) 令随机变量 𝑦 表示张三的事后货币化收入. 保险公司的零利润条件意味着, 无论张三事

前购买多少单位的保险, 其平均货币收入 (𝔼[𝑦]) 都是恒定的 (想想为什么).

(b) 由于张三是风险厌恶的, 有 𝔼[𝑢(𝑦)] ≤ 𝑢[𝔼(𝑦)], 这个期望效用的上界 𝑢[𝔼(𝑦)] 当且仅当 

𝑦 的分布为退化分布时才能达到.

(c) 因此, 均衡中张三会买入足够多的保险, 使得每个可能状态下其事后效用均相同.

这个结论由 Arrow 在其 1963 年的一篇论文中提出. 关于这个结论, 曾有一个颇为流行的笑

话: 某经济学家要出远门参加会议, 不得不乘坐飞机. 经济学家的伴侣非常担心其安危, 该

经济学家的反应是: “这说明你给我买的保险还不够多; 否则, 你应该对我能否平安回家无差

异才对.”

1(b) and 1(c)

略

2(a) 第一最优解

由于参与人都是风险中性的, 我们可以忽略风险的分配方式, 社会总剩余可直接由委托人的期望

利润减去代理人的努力成本得到:

𝑆(𝑎1, 𝑎2) = 𝑎1 + 𝜑𝑎2 − 𝑐(𝑎1, 𝑎2) = 𝑎1 + 𝜑𝑎2 −
𝑎2
1 + 𝑎2

2

2
− 𝑘𝑎1𝑎2

1



第一最优解由最大化总剩余 𝑆(𝑎1, 𝑎2) 得到, 对应的一阶条件分别为:

1 − 𝑎1 − 𝑘𝑎2 = 0 ⇒ 𝑎1 + 𝑘𝑎2 = 1,

𝜑 − 𝑎2 − 𝑘𝑎1 = 0 ⇒ 𝑘𝑎1 + 𝑎2 = 𝜑.

• 上面两个等式的经济学含义, 都是边际成本等于边际产出. 由于成本函数存在交叉项 

(𝑘𝑎1𝑎2), 提高一单位 𝑎1 的边际成本不仅取决于 𝑎1, 还取决于 𝑎2.

联立方程可得社会最优解 (符号 FB 表示第一最优 (first-best)):

𝑎FB
1 =

1 − 𝑘𝜑

1 − 𝑘2
, 𝑎FB

2 =
𝜑 − 𝑘

1 − 𝑘2
.

• 说明: 为了确保这个内点解存在, 我们还需要假设 1 − 𝑘𝜑 > 0 𝜑 − 𝑘 > 0 以及 𝑘 ∈ (−1, 1). 

否则, 可能会出现第一最优行动为 0 或正无穷的情形.

实现第一最优解的工资合同: 委托人向代理人支付固定工资 𝑤∗ = 𝑐(𝑎FB
1 , 𝑎FB

2 ), 此时代理人的 IR 

约束是紧的, 其期望效用为 0; 委托人获得全部剩余 𝑆(𝑎FB
1 , 𝑎FB

2 ).

2(b) 最优线性合同

记工资合同为 𝑤(𝑞1, 𝑞2) = 𝑤0 + 𝛽1𝑞1 + 𝛽2𝑞2. 代理人期望效用为:

𝔼[𝑤] − 𝑐(𝑎1, 𝑎2) = 𝑤0 + 𝛽1𝑎1 + 𝛽2𝑎2 −
𝑎2
1 + 𝑎2

2

2
− 𝑘𝑎1𝑎2.

激励相容条件的一阶条件:

𝑎1 + 𝑘𝑎2 = 𝛽1, 𝑘𝑎1 + 𝑎2 = 𝛽2.

• 该一阶条件在形式上与第一最优解的一阶条件完全相同, 只是等号右侧从边际产出替换为奖

金率 𝛽1, 𝛽2.

为了最大化总剩余, 委托人选择 𝛽1 = 1 和 𝛽2 = 𝜑. 这恰好诱导出第一最优的努力水平 𝑎FB
1  和 

𝑎FB
2 . 同时, 通过适当的基本工资 𝑤0 使参与约束取等号后, 委托人的期望利润仍等于总剩余 

𝑆(𝑎1, 𝑎2).

最优基本工资由紧的 IR 约束确定:

𝑤∗
0 = 𝑐(𝑎FB

1 , 𝑎FB
2 ) − 𝑎FB

1 − 𝜑𝑎FB
2 .

此时, 最优线性合同实现了第一最优结果.

补充说明:

• 本小问的结论说明, 仅存在道德风险问题并不一定会导致福利损失; 委托人和代理人不同的

风险偏好设定同样至关重要. 本问题中, 委托人只能依靠产出来监督代理人, 但由于代理人也

是风险中性的, 让其承担风险不会带来福利损失.

• 本小问的均衡有一个非常形象的描述: 委托人将公司按价格 −𝑤0 卖给代理人, 代理人自己当

老板并获得自己劳动的所有产出.

2(c) 𝑞2 不可直接监督

当 𝑞2 不可直接监督时, 线性合同形式变为 𝑤 = 𝑤0 + 𝛽1𝑞1, 即 𝛽2 = 0.

激励相容约束的一阶条件变为:

𝑎1 + 𝑘𝑎2 = 𝛽1, 𝑘𝑎1 + 𝑎2 = 0
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由于努力程度是非负的, 代理人的最优行动 𝑎2 可能是角点解. 在正式求解前, 我们先通过一些

简单的定性讨论来猜测解的性质:

• 当 𝑘 < 0 时, 较高的 𝑎2 可以降低 𝑎1 的边际成本. 此时, 即使委托人没有对 𝑞2 给出奖励, 代

理人也可能会选择正的 𝑎2, 因为正的 𝑎2 可以降低任务 1 投入的边际成本.

• 当 𝑘 > 0 或 𝑘 = 0 时, 员工没有任何激励对任务 2 投入努力, 此时均衡中一定有 𝑎2 = 0.

两种情形下的均衡:

1. 情形 𝑘 ≥ 0 (努力彼此替代或独立). 此时代理人在任务 2 上投入的边际净收益恒为负, 最优

解为角点解 𝑎∗
2 = 0. 代理人在任务 1 上的投入由一阶条件决定: 𝑎1 = 𝛽1.

委托人最大化总剩余 𝑆 = 𝑎1 − 𝑎2
1/2, 由一阶条件可知均衡中 𝛽∗

1 = 𝑎∗
1 = 1. 为了满足参与约

束, 基本工资设定为 𝑤∗
0 = 12

2 − 1 ⋅ 1 = −0.5. 此时最优线性合同的所有参数均和 𝑘 的具体取

值无关.

2. 情形 𝑘 < 0 (努力彼此互补). 根据 IC 约束关于 𝑎2 的一阶条件, 有 𝑎2 = −𝑘𝑎1. 代入 IC 约

束关于 𝑎1 的一阶条件, 有 𝑎1 = 𝛽1

1−𝑘2 , 进一步可得 𝑎2 = − 𝑘𝛽1

1−𝑘2 .

委托人最大化总剩余 𝑆(𝑎1(𝛽1), 𝑎2(𝛽1)), 对 𝛽1 求导得到最优解

𝛽∗
1 = 1 − 𝑘𝜑.

此时,

𝑎∗
1 = 𝑎FB

1 , 𝑎∗
2 = −𝑘𝑎FB

1 =
−𝑘(1 − 𝑘𝜑)

1 − 𝑘2
.

基本工资为 𝑤∗
0 = 𝑐(𝑎∗

1, 𝑎
∗
2) − 𝛽∗

1𝑎
∗
1.

2(d) 最优合同的比较及直观解释

两种产出均可写进工资合同的情形: 𝛽∗
1 = 1, 𝛽∗

2 = 𝜑

• 直观解释: 委托人将每项任务的全部边际价值“送”给代理人(𝛽𝑖 等于社会边际收益) 来作为激

励, 仅通过负的基本工资 𝑤0 来获取正利润. 该合同实现了第一最优解.

当 𝑞2 不可写进工资合同时, 委托人失去了奖金率 𝛽2 这一重要激励工具 . 但如果努力彼此互补, 

委托人还可以靠 𝛽1 来激励行动 𝑎2. 此时最优合同取决于 𝑘 的正负性.

若 𝑘 < 0, 则 𝛽∗
1 = 1 − 𝑘𝜑. 此时的奖金率甚至高于任务 1 投入的边际产出.

• 直观解释: 𝑘 < 0 意味着努力彼此互补, 互补性使得委托人愿意 过度激励 产出 𝑞1, 从而通过

负的交叉项间接刺激任务 2 的投入 𝑎2. 并且, 额外的激励部分 (−𝜑𝑘) 正比于总剩余中投入 

𝑎2 的回报率 (𝜑) 以及交叉收益率 (−𝑘).

若 𝑘 = 0 或 𝑘 > 0, 则 𝛽∗
1 = 1, 并且均衡中代理人对任务 2 的投入为 0.

• 直观解释: 当努力彼此替代或独立时, 仅通过奖金率 𝛽1 无法激励行动 𝑎2, 代理人一定会选择 

𝑎∗
2 = 0. 因此, 模型退化为单任务情形, 最优奖金率 𝛽∗

1 等于任务 1 投入的边际产出.
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