
期望效用: vNM 公理化模型
信息经济学

湖南大学课程

1. vNM 期望效用模型

本讲介绍冯·诺依曼–摩根斯坦 (von Neumann-Morgenstern) 期望效用模型.

• 一般简称为 vNM 期望效用模型

vNM 模型是一个公理化模型, 它的主要内容如下:

• 如果定义在彩票上的偏好关系满足一些合理的要求 (即公理), 那么这个偏好关系一定是期望

效用型偏好.

上述 “合理的要求” 可以概括为两个公理: 独立性公理和连续性公理

2. 二元关系 ≽

令 𝑋 表示决策者张三的选择集. 二元关系 ≽ 概括了张三对如下问题的回答:

• 给定两个选项 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 你更愿意选择谁?

• 若张三觉得 𝑥 弱优于 𝑦, 记作 𝑥 ⪰ 𝑦
• 若张三觉得 𝑥 严格优于 𝑦, 记作 𝑥 ≻ 𝑦
• 若张三对 𝑥 和 𝑦 无差异, 记作 𝑥 ∼ 𝑦

注: 在上面的描述中, 我们没有对二元关系 ⪰ 给出任何限制: 𝑥 ⪰ 𝑦 不过是用来描述张三对选项 

𝑥 和 𝑦 偏好的记号.

3. 完备性和传递性

定义. 若 𝑋 上的二元关系 ⪰ 满足完备性和传递性, 则称 ⪰ 为 𝑋 上的偏好关系.

• 完备性: 对任意选项 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 一定有

𝑥 ⪰ 𝑦  或 𝑦 ⪰ 𝑥
• 传递性: 对任意选项 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋,

 若 𝑥 ⪰ 𝑦  且 𝑦 ⪰ 𝑧,  则 𝑥 ⪰ 𝑧.

关于 “偏好关系” 的补充说明:

• 部分文献将同时满足完备性和传递性的二元关系 ≽ 定义为 “理性的” 偏好关系, 否则视为 

“非理性的” 偏好关系.

• 本讲中所有涉及的偏好关系均满足完备性与传递性. 因此, 我们不采用 “理性偏好关系” 这样

的叫法, 直接称它为偏好关系即可.

4. 𝐿(𝑍): 彩票集 (或彩票空间)

大写字母 𝑍 表示结果集, 小写字母 𝑧 ∈ 𝑍 表示某个可能的结果

• 为简化分析, 总假设结果集 𝑍 是有限的

彩票 𝑝(𝑧) 为集合 𝑍 上的概率分布

• 具体而言, 𝑝(⋅) 是一个函数, 它为每个可能结果 𝑧 赋予一个概率 𝑝(𝑧) ∈ [0, 1], 并且满足 

∑𝑧∈𝑍 𝑝(𝑧) = 1
• 由于 𝑍 是有限的, 该概率分布可以理解为一个高维向量: 𝑝 ∈ ℝ| 𝑍 |.
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𝐿(𝑍) ⊆ ℝ| 𝑍 |: 集合 𝑍 上所有彩票构成的集合.

• 不确定性下的偏好考虑的是集合 𝑋 ≔ 𝐿(𝑍) 上的偏好关系.

5. 例: 结果集为 𝑍 = {𝑧1, 𝑧2} 时的彩票空间

6. 例: 结果集为 𝑍 = {𝑧1, 𝑧2, 𝑧3} 时的彩票空间

7. 退化彩票

如果某个彩票 𝑝 下, 获得特定结果 𝑧 ∈ 𝑍 的概率为 1 (即 𝑝(𝑧) = 1), 则称该彩票是退化的.

• (1 ∘ 𝑧) 即表示某个退化彩票;

一般用符号 𝛿𝑧 表示退化彩票的概率分布函数 (Dirac’s delta), 它满足

𝛿𝑧(𝑥) = {1  if 𝑥 = 𝑧
0  if 𝑥 ≠ 𝑧

练习 (非常容易). 符号 (𝛼 ∘ 𝑥, (1 − 𝛼) ∘ 𝑦) 表示的彩票对应的概率分布是? 什么时候该彩票是退

化的?
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• 结果 𝑥 发生的概率为 𝛼, 结果 𝑦 的发生概率为 1 − 𝛼
• 若 𝛼 = 1 或 0, 该彩票是退化的, 对应的概率分布函数分别为 𝛿𝑥 和 𝛿𝑦.

8. 关于彩票的偏好

本讲讨论的是包含不确定性的决策问题, 即彩票集 𝐿(𝑍) 上的偏好关系.

• 𝐿(𝑍) 上满足完备性和传递性的二元关系 ≽ 有很多, 但并非所有这些关系都能用期望效用来

表示.

下面我们给出几类定义在 𝐿(𝑍) 上, 且满足完备性和传递性的二元关系 ≽.

9. 𝐿(𝑍) 上的偏好: 追求平等型偏好

例 (追求平等型偏好). 对任意两个彩票, 决策者总偏好其中分散程度较低的彩票.

• 彩票 𝑝 的分散程度可以用其方差 (即系数 ∑| 𝑍 |
𝑘=1 (𝑝𝑘 − 1

| 𝑍 |)
2) 来衡量.

请验证, 上例中的 ≽ 确实是一个偏好关系, 即它满足完备性和传递性.

10. 𝐿(𝑍) 上的偏好: 追求极端型偏好

例 (追求极端型偏好). 对任意两个彩票 𝑝 和 𝑞, 若 max𝑧∈𝑍 𝑝(𝑧) 大于 max𝑧∈𝑍 𝑞(𝑧), 则决策者认
为彩票 𝑝 严格优于彩票 𝑞.

问: 你觉得上述两个偏好关系 (追求极端型和追求平等型) “合理” 吗?

—

上面这两个例子中, 偏好关系忽略了结果本身的好坏, 仅依赖于概率向量.

真实的决策过程中, 偏好会包含对每个具体结果的评估.

• 决策者往往对每个具体结果 𝑧 ∈ 𝑍 存在 “天然的” 偏好关系

当结果集为 𝑍 = {iPhone, 茶颜悦色, nothing} 时:

• 决策者一般会最喜欢退化彩票 (1 ∘ iPhone), 最不喜欢退化彩票 (1 ∘ nothing).
• 但在 “追求平等型偏好” 和 “追求极端型偏好” 下, 决策者对这两个退化彩票无差异.

11. 最坏可能结果偏好

接下来的偏好例子包含了决策者对每个具体结果 𝑧 好坏的评估, 这个评估可以表示为某个效用

函数 𝑢 : 𝑍 → ℝ.

例 (最坏可能结果偏好). 考虑如下决策流程:

1. 为每个结果 𝑧 ∈ 𝑍 赋予一个效用值 𝑢(𝑧)
2. 对任意彩票 𝑝, 𝑞, 若决策者认为彩票 𝑝 下的最坏可能结果弱优于彩票 𝑞 下的最坏可能结果, 

即

min{𝑢(𝑧) | 𝑝(𝑧) > 0} ≥ min{𝑢(𝑧) | 𝑞(𝑧) > 0}

则决策者认为彩票 𝑝 弱优于彩票 𝑞 (𝑝 ⪰ 𝑞).

上述决策过程对应的偏好为最坏可能结果偏好 (也叫 “悲观偏好”)

—

悲观偏好在计算机科学领域中很常用:
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• 若算法 A 在最坏情况下的表现 (如计算复杂度) 优于算法 B, 则称算法 A 优于算法 B.

• 悲观偏好在计算机科学领域的广泛使用, 说明其具有一定的合理性与实用性.

悲观偏好只关注最坏的可能情形, 你可以仿照这种方式构造其它的偏好例子:

• 乐观偏好: 决策者只关注彩票 𝑝 下最好的结果, 并依此评估彩票的好坏.

• 最可能结果偏好: 决策者只关注彩票 𝑝 下最可能的结果, 并依此评估彩票的好坏.

• 但据我所知, 没有哪个领域的研究者会使用乐观偏好或最可能结果偏好.

12. 期望效用偏好

定义 (期望效用偏好). 期望效用偏好对应如下决策流程: 为每个结果 𝑧 ∈ 𝑍 赋予一个效用值 

𝑢(𝑧), 并基于彩票下效用的期望值来评估彩票:

𝑝 ⪰ 𝑞  若且唯若 ∑
𝑧∈𝑍

𝑝(𝑧)𝑢(𝑧) ≥ ∑
𝑧∈𝑍

𝑞(𝑧)𝑢(𝑧).

说明:

• 期望效用偏好是经济学领域中最常使用的偏好类型, 此时的效用函数 𝑢 : 𝑍 → ℝ 被称为 

vNM 效用函数.

• 一般用 𝑈(𝑝) ≔ ∑𝑧∈𝑍 𝑝(𝑧)𝑢(𝑧) 表示彩票 𝑝 的期望效用; 期望效用偏好下, 当且仅当 𝑈(𝑝) ≥
𝑈(𝑞) 时, 决策者认为彩票 𝑝 弱优于彩票 𝑞.

—

期望效用偏好和悲观偏好都不是唯一的, 而是一类偏好:

• 决策者对彩票的偏好取决于其结果集上的效用函数 𝑢 : 𝑍 → ℝ, 不同的效用函数对应不同的

期望效用偏好和悲观偏好.

13. 公理化方法

对于彩票的 “合理” 偏好不存在唯一的标准:

• 经济学领域常用期望效用偏好, 而计算机科学领域常用最坏可能结果偏好

要评判哪一种偏好关系更适用于经济决策, 首先需要明确什么是 “合理”, 即我们希望偏好关系

满足哪些基本要求.

公理化方法: 抽象地陈述适用于彩票空间 𝐿(𝑍) 上偏好的一般性要求, 并在此基础上推导出满足

这些要求的偏好关系

• “一般性要求“的意思是, 它必须对 𝐿(𝑍) 中所有彩票都成立.

• 这些 “一般性要求” 通常被称为公理.

vNM 模型是对期望效用偏好的公理化: 除了偏好关系本身必须满足的完备性和传递性公理外, 

vNM 模型还用到了独立性公理和连续性公理.

14. 连续性公理的引入动机

考虑如下两个彩票:

• 彩票 1: 依概率 𝛼 获得 100 元, 依概率 1 − 𝛼 获得 0 元

• 彩票 2: 一定获得 10 元

若 𝛼 = 1, 决策者认为彩票 1 严格优于彩票 2;

若 𝛼 = 0.99, 决策者认为彩票 1 严格优于彩票 2;
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⋮
若 𝛼 = 0.01, 决策者认为彩票 2 严格优于彩票 1;

若 𝛼 = 0, 决策者认为彩票 2 严格优于彩票 1.

直觉上, 应该存在某个 𝛼 ∈ (0, 1), 使得决策者对彩票 1 和彩票 2 无差异.

15. 连续性公理

定义 (连续性). 令 ⪰ 为彩票集 𝐿(𝑍) 上的偏好关系. 若对于 𝑍 中任意三个满足 𝛿𝑎 ≻ 𝛿𝑏 ≻ 𝛿𝑐 

的结果 𝑎、𝑏 和 𝑐, 总存在实数 𝛼 ∈ (0, 1) 使得

(1 ∘ 𝑏) ∼ (𝛼 ∘ 𝑎, (1 − 𝛼) ∘ 𝑐)

则称 ⪰ 是连续的.

—

练习 (中等难度).

1. 请说明, 当集合 𝑍 至少包含三个元素时, 悲观偏好不是连续的.

2. 请说明, 期望效用偏好是连续的.

16. 复合彩票

在正式陈述独立性公理之前, 我们先定义复合彩票.

复合彩票对应如下包含两个阶段的不确定性消解过程:

• 阶段 1: 根据概率分布 (𝛼1, ..., 𝛼𝐾), 从彩票集合 {𝑝1, ..., 𝑝𝐾} 中抽取一个彩票;

• 阶段 2: 给定上一阶段抽取的彩票 𝑝 ∈ {𝑝1, ..., 𝑝𝐾}, 再按概率分布 𝑝 从集合 𝑍 中抽取最终结

果 𝑧 ∈ 𝑍.

17. 复合彩票: 定义

定义 (复合彩票). 给定 𝐾 个彩票 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝐾 和 𝐾 个和为 1 的非负实数 (𝛼1, ..., 𝛼𝐾), 若存在
彩票 𝑝 ∈ 𝐿(𝑍) 使得

𝑝(𝑧) = ∑
𝐾

𝑘=1
𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑧),

则称 𝑝 为复合彩票.

练习: 验证上述定义中的 𝑝 确实是彩票, 即 𝑝 为 𝑍 上的概率分布.

复合彩票的记号: ⊕𝐾
𝑘=1 𝛼𝑘𝑝𝑘 ≔ 𝑝.

18. 复合彩票: 记号说明
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• 一般形式: 用 ⊕𝐾
𝑘=1 𝛼𝑘𝑝𝑘 表示𝐾 个彩票的复合

• 当只涉及两个彩票 𝑝1 和 𝑝2时, 使用符号 𝛼1𝑝1 ⊕ (1 − 𝛼1)𝑝2 表示其对应的复合彩票.

注:

• 如果你用 LaTeX, 可在数学模式中用 \oplus 输入符号 ⊕
• 如果你不喜欢引入新的符号, 请自行在脑海中将所有 ⊕ 替换为加号 +.

• 确实也有部分文献使用加号来表示复合彩票, 如 𝛼1𝑝1 + (1 − 𝛼1)𝑝2. 大部分情况下, 读者可

以看出这里的 + 表示的不是加法, 而是彩票的复合.

19. 独立性公理的引入动机

考虑如下两个复合彩票: 𝛼𝑝 ⊕ (1 − 𝛼)𝑞 和 𝛼𝑝′ ⊕ (1 − 𝛼)𝑞

• 它们用于复合的概率权重相同: 𝛼 和 1 − 𝛼
• 唯一的不同在于, 后一个复合彩票中用彩票 𝑝′ 替代了前一个复合彩票中的 𝑝

直觉上, 若决策者觉得彩票 𝑝 优于 𝑝′, 应该也会认为复合彩票 𝛼𝑝 ⊕ (1 − 𝛼)𝑞 优于 𝛼𝑝′ ⊕ (1 −
𝛼)𝑞; 反之亦然.

20. 独立性

定义 (独立性). 对任意彩票 𝑝, 𝑝′, 𝑞 ∈ 𝐿(𝑍) 和任意概率权重 𝛼 ∈ (0, 1),

𝑝 ⪰ 𝑝′  若且唯若 𝛼𝑝 ⊕ (1 − 𝛼)𝑞 ⪰ 𝛼𝑝′ ⊕ (1 − 𝛼)𝑞.

独立性的推论:

𝑝 ∼ 𝑝′  若且唯若 𝛼𝑝 ⊕ (1 − 𝛼)𝑞 ∼ 𝛼𝑝′ ⊕ (1 − 𝛼)𝑞.

21. vNM 定理

定理 (冯·诺依曼–摩根斯坦定理). 彩票集 𝐿(𝑍) 上的偏好关系 ≽ 为期望效用偏好, 当且仅

当偏好关系 ≽ 满足独立性和连续性.

说明:

• 上述定理一般被称为 vNM 定理. 我们不要求会证, 但要求理解这个定理的含义: 对于期望效

用偏好而言, 独立性和连续性既是充分的、也是必要的.

22. vNM 定理证明思路

• 必要性部分较为直接: 直接通过偏好的期望效用表示就可以证明其满足独立性和连续性

• 充分性部分则相对复杂, 有兴趣的同学可参考课程网站上发布的补充材料, 其中给出了详细

的推导步骤:

‣ 首先, 证明独立性公理蕴涵单调性（引理 3.1）

‣ 然后, 利用连续性公理，将每一个彩票对应到某个位于对角线上的等效用彩票

‣ 最后, 通过这一对应关系构造出所需的 vNM 效用函数

23. vNM 效用的唯一性

定义 (正仿射变换). 称函数 𝑣(𝑧) 是函数 𝑢(𝑧) 的正仿射变换, 若存在正数 𝛼 > 0 和常数 𝛽 使得 

𝑣(𝑧) = 𝛼𝑢(𝑧) + 𝛽 (即乘以一个正数并加上任意常数).
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命题. vNM 效用函数 𝑢 : 𝑍 → ℝ 在正仿射变换的意义上是唯一的:

• 考虑 𝐿(𝑍) 上的偏好关系 ⪰, 令 𝑢(𝑧) 为其 vNM 效用函数. 若 𝑣(𝑧) 也为其 vNM 效用函数, 

则 𝑣(𝑧) 一定是 𝑢(𝑧) 的正仿射变换.

—

注: 期望效用偏好仅对于效用函数的正仿射变换具有不变性, 对于一般的正单调变换不具有不

变性.

• 𝑓(𝑥) =
√

𝑥 是一个正单调变换, 也是一个严格凹变换. 对决策者的效用函数施加凹变换 𝑓 , 会

改变决策者的风险态度.

24. 阿莱悖论

如下两个彩票, 你更愿意选谁?

• 𝐿1: 25% 概率得 3000 元, 75% 概率得 0 元

• 𝐿2: 20% 概率得 4000 元, 80% 概率得 0 元

如下两个彩票, 你更愿意选谁?

• 𝐿3: 一定获得 3000 元

• 𝐿4: 80% 概率获得 4000 元, 20% 概率获得 0 元

25. 阿莱悖论与独立性公理

实验中, 大多数人同时选择了彩票 2 以及彩票 3, 即:

𝐿1 ≺ 𝐿2, 𝐿3 ≻ 𝐿4

这种偏好关系违反了独立性公理:

• 𝐿1 = 0.25𝐿3 ⊕ 0.75𝛿0, 𝐿2 = 0.25𝐿4 ⊕ 0.75𝛿0.

• 独立性公理要求: 𝐿1 ≺ 𝐿2 ⇔ 𝐿3 ≺ 𝐿4.

26. 框架效应

• 决策行为有时会取决于备选项的呈现方式 (即 “框架”, frame)

• 当彩票 𝐿1 和 𝐿2 按上述方式呈现时, 大多数人偏好𝐿2.

• 但是, 如果将 𝐿1 和 𝐿2 呈现为上述复合彩票的形式时, 大多数受试者会偏好 𝐿1 而不是 𝐿2.
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